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Questa dispensa é scritta da studenti senza alcuna intenzione di sostituire i materiali universitari.
Essa costituisce uno strumento utile allo studio della materia ma non garantisce una preparazione
altrettanto esaustiva e completa quanto il materiale consigliato dall’Universita.

Lo scopo di questo documento € quello di riassumere i concetti fondamentali degli appunti presi
durante la lezione, riscritti, corretti e completati facendo riferimento alle slide e al libro di testo: “C.
Mariconda e A. Tonolo - Discrete Calculus. Methods for counting, Springer (2016) Capitoli 1-5 e 7”
per poter essere utilizzato come un manuale “pratico e veloce” da consultare. Non sono presenti
esempi e spiegazioni dettagliate, per questi si rimanda ai testi citati e alle slide.

Se trovi errori ti preghiamo di segnalarli qui:
www.stefanoivancich.com
ivancich.stefano.1@gmail.com

Il documento verra aggiornato al piu presto.



http://www.stefanoivancich.com/
mailto:ivancich.stefano.1@gmail.com

1.Imparare a contare

1.1. Insiemi finiti

P(X) Insieme delle parti di X: insieme dei sottoinsiemi di X, compresi @ e X stesso. |P(X)| = 2!

AUB={xe X:xe€Aorxec B}; Jren Interzection
ANB={xe X:xc Aand x € B};

A\B={xe X:x€ Aand x ¢ B};

A={xeX:x¢A}

AU(BNC) = (AUB)N(AUC); Exclushe Or Subtaction
AN(BUC)=(ANB)U(ANC);

A\(BNC)=(A\B)U (A\c

Aﬂ(BAC) (AﬂB) (Amc

(ANB)° = A°U BS;
(AUB)° = A°N BS;
(ArB= A° 2B
(AAB)AB=A.

1 sex €A

Funzione caratteristica y,: x — {0,1}, x4(x) = {O altrimenti

Xans(X) = xa(x)xs(x);

xauB(x) = xa(x) +xs8(x) — xa(x)xs(x);

se ANB =0, allora xaus(x) = xa(x) +xs(x);
xa\8(x) = %a(x) —xa(x)xs(x);

xans(x) = xa(x) +xs(x) —2xa(x)xs(x);
Kae(x) = 1—xa(x).

Prodotto cartesiano degliinsiemi A; X ... X 4, = {(ay, ...,a,):a; € A;}

Cardinalita | X|: di un insieme finito X & il numero dei suoi elementi distinti.

Due insiemi finiti hanno la stessa cardinalita se e solo se sono in corrispondenza biunivoca.
Cardinalita di A sottoinsieme di X: |A]| = X, ex xa(x)

Se A e B sono disgiunti, ovvero AN B =0, allora

|AUB| = |A| +8B|;

|[AUB| = |A|+|B| —|AN B|;

|Ax B| = |A] x |B;

Se X é finito allora |A%| = | X|— |Al.



1.2. Sequenze, Collezioni, Spartizioni, Composizioni e Partizioni

I, = insieme {1, ...,n} conly = @
Etichettatura: di un insieme finito X di cardinalita n, € una corrispondenza biunivoca I,, - X
Il primo elemento di X lo si etichetta col numero 1, il secondo col 2, ...

Oggetti Ordinati:
e k-sequenza di I,,: k-upla ordinata (ay, ..., a;) di elementi non necessariamente distinti di
I,,. Ovvero un elemento del prodotto cartesiano IX.
e n-spartizione di I;;: n-upla ordinata (Cy, ..., C,,) di sottoinsiemi a due a due disgiunti di I,
eventualmente anche vuoti, la cui unione C; U ...U C, & I,.
e n-composizione di k: n-upla ordinata (kq, ... k,) di naturali tali che k; + --- + k,, = k.
(k4, ... ky) € una soluzione naturale del’equazione x; + -+ x, = k

Oggetti Non ordinati:
e k-collezione di I,: famiglia non ordinata di k elementi di I,, eventualmente ripetuti.
(kq copiedi 1, ..., k,copie di n)
[1...1,.n,...,0]
— —
Ky kn
e n-partizione di [: famiglia non ordinata di n sottoinsiemi non vuoti disgiunti di I, la cui

unione e [}, stesso.

-

ds

e Cs
2 e

Permutazione della k-sequenza (ay, ..., a;) € una qualunque k-sequenza (b, ..., by) di X tale che
[ay, ..., ax] = [bq, ..., bi]. Cioé si riordina in un altro modo la sequenza iniziale.

Esempi:

e Sequenza: serie ordinata di cose o fatti che si susseguono.
o Estrazioni di numeri ordinata.

e Spartizione: spartire, divisione, distribuzione. Componenti sono insiemi eventualmente

vuoti.

o Suddividere [ caramelle distinte a m bambini: m-sparitione di [,

e Composizione: suddivisione in componenti. La somma delle componenti € un numero.
o Suddividere [ caramelle NON distinte a m bambini: m-composizione di [

e Collezione: raccolta di oggetti della stessa specie.
o Estrazione di numeri non ordinata.

e Partizione: dividere. Componenti sono insiemi NON vuoti.



Corrispondenze Biunivoche:

Associando ad ogni n-spartizione (Cy, ..., C,,) di I}, la k-sequenza (a4, ..., a;) diI,;, dove a; & I'indice
dell’insieme che contiene i si ottiene una corrispondenza biunivoca tra le n-spartizioni di [, la k-
sequenza di [,

3-spart di I5
1] 12 El
2,5 11,34

@ 1.2,2.1)
5-seq di I3
Associando ad ogni n-composizione (kq, ... k;,) di k la k-collezione di I,, formata da k; termini =1,
., ky, termini =n. Si ottiene una corrispondenza biunivoca tra le n-composizioni di k e le k-collezioni
di I,

yoees k-coll di In
n-compos (ki,...kn)

o e ]
b

1.3. Principi fondamentali

Prodotto condizionato di molteplicita (m4, ..., m;): un insieme X di k-sequenze (x4, ..., x; )dove:
e Xx; € X; dim, elementi
e Per ogni scelta di xy, ..., x;_, la componente x; € X; (x4, ..., Xx—1) che puo dipendere da
X1, -, Xgx—1- E hamy elementi.

Principio di moltiplicazione: il prod. cond. di molteplicita (mg, ..., my) hamy X ... X m;, elementi.
Strategia per riconoscere il prod. Cond.:
e Se:
o gli elementi di A si possono “costruire” con una procedura in k-fasi, dove:
= Perla1°fase si hanno m; scelte
u ees
= Per la k® fase si hanno m,, scelte
o E gli elementi di A determinano gli esiti della k-fasi, ovvero dati gli esiti delle fasi,
bisogna essere in grado di risalire agli esiti delle singole.
e Allora A & in corrispondenza biunivoca con un prod. cond. di molteplicita (m,, ..., my,)
Se non viene rispettata la seconda condizione, si pud provare suddividere in casi (sottoinsiemi
disgiunti) la cui unione e I'insieme di tutte le possibilita.

Principio di divisione: ogni elemento y € Y corrisponde a m elementi di X tramiteuna f - X =Y.
IXI
Allora |Y| =
Elementi di X a blocchi hanno le stesse y.

Esempio: quante mani di 2 carte si possono formare tra 52? Si hanno due 2-sequenze (a,b) e (b,a),
cioeé ad ogni mano corrisponde a due 2-sequenza di Is;. Quindi =(52*51)/2



1.4. Spazi Campionari e Probabilita uniforme

Esperimento aleatorio con spazio campionario {: & una procedura che determina aleatoriamente
la scelta di un elemento di ().

e ()eéuninsieme

e Eventi elementari o esiti: elementi di ()

e Eventi: sottoinsiemi di ()

Probabilita uniforme: P: P(Q) — [0,1] funzione che associa ad ogni sottoinsieme di () la probabilita
P(4) = % casi favorevoli/casi possibili

Proprieta:
1

e Perognielemento w € Qsiha P(w) = o
e P(®)=0,P()=1
e P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)

o P(4AS) =1 - P(4°)



2.Contare Sequenze e Collezioni

2.1. Senza Ripetizioni

2.1.1. Sequenze
- >

Fattoriale: n! = {n *(m—1)*..x2x1 pern=1

1 pern=20

. onslt . n!
Formula di Stirling: YIIEQOW =

Numero di cifre decimale di k & uguale a |log, k|

|
——, sek<n . o . .
S(n, k) = {(n—k)! : numero di k-sequenze senza ripetizioni di I, ovvero il numero di

0, altrimenti
n-spartizioni (C4, ..., C,,) di I, con al massimo un elemento in ogni C;
S(n,0)=1,5(n,n) =n!

n—-1
pern = 2si han! = 1+Z kk!
k=1

2.1.2. Collezioni

!

n:
Binomiale n su k: (;") = {k!(n—k)!’
0, altrimenti

n n n n
(o) =2()=n () =102 1) =n
Proprieta:

J (Z) = (n’fk) Scegliere k tra n oggetti equivale a scartarne n-k

o () =@+ =XElo()x/y"

o 2" = 7}:0 (7) Numero dei sottoinsiemi di I,

° ﬁ=o(_1)k(2) =0

J (Z) = (Z:i) + (n;l) Formula ricorsiva. Sottoinsiemi che contengono 1 U quelli che non lo

contengono

sen=>k

o (21’:) = (g)z + ot (Z)Z In quanti modi si pud scegliere n elementi tra 2n
o (n+’;§+1) _ (111) + et (n;k) _ 2?:0 (n;j)
o (in) =270
S(n.k)
Cn k) = % =
sottoinsiemi di k elementi di I,
C(n,0)=1,C(n,n) =1

(;(‘) numero di k-collezioni senza ripetizione di I,, ovvero il numero di



2.2. Con eventuali Ripetizioni

2.2.1. Sequenze e Collezioni
S((n, k)) = n*: numero di k-sequenze di I, con eventuali ripetizioni, numero di n-spartizioni di I

Cn—1+kk), sen+k=>1
C((n,k)):{ 1, seen=0=k

numero di n-composizioni di k
e C((nk)=c(k+1,n-1)
o C((n,k))=cC((nk—1))+C((n—1,k))sek = 1k-coll con almeno un 1 + k-coll senza 1
e C((mK)=Cc((n-10)++C((n—1k))

numero di k-collezioni di I,, con eventuali ripetizioni,

2.2.2. Collezioni e Composizioni con Vincoli
Numero di soluzioni naturalidix; + -+ x, =kconx; = ;,i=1,..,n
E uguale al numero di soluzioni naturali di:
yitotym=k—U++1)
= C((k— (g + -+ 1))

Numero di soluzioni naturali di: x; + -4+ x, < k = C((n+ 1, k))

Esercizi tipici: “Almeno 3 assi”: Esattamente 3 U esattamente 4



3.Vincoli di Occupancy

3.1. Sequenze e Spartizioni

3.1.1. Con Sequenza di Occupancy

k=ki+ - +k,

k-sequenza di I,, con (sequenza di) occupancy (k;, ..., k,,) ogni k-sequenza di I,, con k, ripetizioni
di1,..., k, ripetizioni din

n-spartizione di I, con (sequenza di) occupancy (ky,..., k;;) ogni n-spartizione (Cy,...,Cy) di I,
con |Cy| = ky,...,|Cy| = ky.

S(n,k; (kq, ..., k) = kl!l-‘--!kn! = P(a, .-, ay) permutazioni

Elementi si ripetono k;, ..., k,, volte, sapendo esattamente quali.

3.1.2. Con Collezione di Occupancy

k=ki+ - +ky,

k-sequenza di I,, con (collezione di) occupancy [kq,..., k,,] ogni k-sequenza di I, con sequenza di
occupancy una qualunque permutazione di (k4,..., k)

n-spartizione di I}, con (collezione di) occupancy [k;,..., k,] ogni n-spartizione di I, con sequenza
di occupancy una qualunque permutazione di (kq,..., k;)

S(n,k; [kq, ..., kn]) = S k; (ky, ..., k) * P(kyq, ..., k)
Alcuni elementi si ripetono k;, ..., k,, volte, senza sapere quali esattamente.

3.2. Collezioni e Composizioni

3.2.1. Con Sequenza di Occupancy

k-collezione di I,, con (sequenza di) occupancy (kq,..., k,) la k-collezione di I,, costituita da k,
ripetizioni di 1,..., k,, ripetizioni din

n-composizione di k con (sequenza di) occupancy (kq, ..., k,) la n-composizionek = k; + -+ + k,,

Cnk;(kq,.., k) =1

3.2.2. Con Collezione di Occupancy

k=ki+-+k,

k-collezione di I,, con (collezione di) occupancy [kq, ..., k,] ogni k-collezione di I,, con sequenza di
occupancy una qualunque permutazione di (kq,..., k)

n-composizione di k con (collezione di) occupancy [k4, ..., k,] ogni n-composizione (my,...,m,)
di k con (m4, ..., m,) permutazione di (k4,..., k)

C(n,k;kyq, ..., k,]) = P(kq, ..., k) numero di permutazioni di (k4,..., ky)

Esercizi tipici:

No 2 lettere “A” consecutive:
e Fasel: composizioni, quante lettere mettere in mezzo.
e Fase2:inserisco lettere che sono k-seq con occupancy






4.Inclusione/Esclusione

Permette di calcolare la cardinalita dell’unione o intersezione degli insiemi finiti.
Sk(4y4, ..., A,) somma delle cardinalita di tutte le possibili intersezioni di k tra gli insiemi Ag,...,An.

G1(Ay, ., Ap) = Ay + -+ |A,]

Sy(Aq, iy Ay) = AL N Ayl + 4 |Ap_1 N Ayl

Sk(Ay, ..., Ap) = Y1cij<-<ipsn|Ai, N ...N Ay | con C(n, k) addendi
S,(44, ..., 4) =1A;n..NA,]|

Principio di inclusione/esclusione per I'unione: |[4; U ..U A4,| =6, - &, + -+ (-1 15,

Principio di inclusione/esclusione per l'intersezione:|4,° N ..NA4,,°| = |X| -G, + S, + -+ +
(_1)n6n

?=0(—1)i('i')(n — i)¥ Differenti k-sequenze di I,, nelle quali compaiono almeno una volta tutti gli
elementi di I,,, n-spartizioni di I, in sottoinsiemi non vuoti. Conn > 1

Scombussolamenti: permutazioni di una sequenza in cui nessun elemento & nel posto di origine.

D, =n! (1 Ly (_1)n>

1! n!

Esercizi tipici:
e “Oppure” = Unione, “E” = Intersezione
e “Almeno una delle seguenti condizioni & vera”: |C; U C, U (5|
e “Almeno un Asso, almeno una Regina”: X, = {mani senza Assi}, | X, N Xp
e Composizioni: x; + -+ x, = k con a; < x; < b; (Oppure usa le Serie Formali)
Pongo Vi =X; —Q;
Nuova equazione y; + -+ y, =k — (a; + -+ a,) cony; < b;
N = {soluzioni della nuova equazione senza vincoli}
Y; = {soluzioni in cui la nuova equazione ha y; = b; — a; + 1}
calcolare solo sulle x che avevano vincoli, le altre no.
o Calcolare |Y;° N ..nY,°| =|N|-6&; ...

I

O O O O



5.Partizioni

1, k=0=n
{1’:} = % {‘zo(—l)i('i‘)(k -D", n=>1 Numero di k-partizioni di /,,: famiglia non ordinata
0, altrimenti
di k sottoinsiemi non vuoti disgiunti di I,, la cui unione & I, stesso.

_‘igé. . I
2 &

n_m-—1 n—1 . . . 5wt . .
{k} = {k _ 1} + k{ K } Formula ricorsiva per i numeri di Stirling di 2 specie

: . n
Con collezione di occupancy: {k; [n4, ...,nk]} = %S(k, n;[ng, .., ng])conny, +--+n, =n

10



6.Serie formali e Funzioni generatrici

6.1. Serie formali
AX) = ag + a X1 + - = X a, X" Array infinito di coefficienti reali.
Coefficiente di X™: a,, = [X"]A(X)
Polinomio fino a X™: [X="]A(X)
[X="]AX) = A(X) — [X="]AX)
[%X"] AQX) = [X™] gA(X)
o AX)+ B(X) =Yr-o(a, + by)X™ (Cella n=cellandiA +cellandiB)
o AWX) xB(X) = Xn-o(Xizo @nbn_)X™ (Come polinomi)
o se[X°]AX) =0 < AX) = X = B(X)
o —AX) =X o(—a)X™ (Inverto il segno delle celle)
o MAX) =Y o(Aa,)X™ (Moltiplico ogni cella per A)
o A'(X) =Y 1(na,)X™ ! (Derivata)
e Cogrado: codegA(X) = grado del primo termine non nullo
o codeg(A(X)B(X)) = codegA(X) + codegB(X)
o codegA™(X) = m * codegA(X)
o codegB™(X) = codegA(X) —m
o codegB(X) > ise e solo se [X>|B(X)

6.2. Funzioni generatrici
Funzione generatrice ordinaria: OGF(a,,),, = Yn—o @, X"
Funzione generatrice esponenziale: EGF (a,), = Z,"{;O%X"

Prodotto di convoluzione: (a x ... a("‘))n = Yk, 4tkp=n a,(cll) * Lk a,(::l)

n! 6)) (m)
Tkl k! Ay -+ Ay

Prodotto di convoluzione binomiale: (a o ..o a("‘))n = Yyt

Operazioni:
o 0GF(ay), + OGF(by), = OGF(ay + by),
o EGF(ay), + EGF(b,), = EGF(a, + b,),
e Prodotto delle OGF &: 0GF(a™ « ...x at™)

e Prodotto delle EGF &: EGF(a® o ...0 a(m))n

e Derivata OGF (OGF(a,;),)' = OGF(n+ 1)an+1)n
e Derivata EGF (EGF (a,),)" = EGF (ap41)n

OGF caratteristica: I2°F(X) = ¥,,cx X" (Es. E={0,1,2,27} --> I06F=1+X+X2+X?’)
EGF caratteristica: I5¢F (X) = Zneg% (Es. E={0,1,2,27} --> IECF=1+X+X?/214X?7/271)

Siano n sottoinsiemi E;, ..., E, S Nek > 1
C(n,k; (Ey, ..., Ep)) = [X¥|IZSF(X) % ..« IPSF(X) numero di k-collezioni di I, con k; €
E; ripetizioni di 1, ..., k,, € E,, ripetizioni din
k
S(n, k; (E4, ...,En)) = [%] IEfF(X) * ...k Ing(X) numero di k-sequenze di I, con k; €

E, ripetizioni di 1, ..., k,, € E,, ripetizionidin

11



6.3. Serie composte e inverse
Famiglia di serie formali: {4;(X):i € N}

Famiglia Localmente Finita: se {i € N: [X"]4;(X) # 0} & finito, cioé se esiste un numero finito di
serie formali della famiglia col coefficiente di X™ non nullo.

La famiglia {Bi(X): [ € N} & localmente finita se e solo se: [X°]B(X) =0

Somma delle infinite serie formali: $72, 4;(X) = Yoo (Z20[X"]4:(X)) X"
Cioe il coefficiente di X™ & X.72,[X"]A4;(X)

Composizione: A(B(X)) = X2, a;B(X)
e Se A(X) & un polinomio (ha numero finito di addendi)
e Oppure [XO]B(X) =0

Cambio di variabile: A(X)B(X) = C(X)
Si puo sostituire X con D(X) se:
e A(X),B(X),C(X) sono un polinomio
e Oppure [X°|D(X) =0

Serie formale inversa: A_l(X) tale che A(X)A_l(X) =1

A(X) invertibile < [X°]JA(X) #0 & codeg(A(X)) =0

Ogni serie formale non nulla & prodotto di una potenza di X per una serie formale invertibile.
AX)BX) =0 ©@AX)=00BX) =0

6.4. Forme chiuse

f € C*(0): se esiste un intorno aperto di 0 sul quale f & definita ed ammette derivate di qualsiasi
ordine.

Serie di MacLaurin: f(X) = f(0) + I (0)X+ +f (O)X" (& una serie non una funzione)

Forma chiusa: f € una forma chlusa di A(X) se f(X) = A(X) (f funz, A(X) serie, f(X) serie McLa)
e Una serie formale pud avere pil forme chiuse
e Ogni serie formale ¢ la serie di MaclLaurin di una funzione
e (f+9)X)=AX) +B(X)
o fg(X)=AX)BX)
e se[X°]B(X) # 0allora é(x) = B71(X)
e fX)=4A"(X)
e se[X°]B(X) = g(0) = 0allora (f - g)(X) = A(B(X))
Determinare forma chiusa di una serie formale A(X): trovare la funzione che abbia A come
Maclaurin (ricondursi alle notevoli)

Successione delle somme parziali: (3]~ a;),, OGF(Xlpa;)n, = L OGF(an)
Successione della trasformata binomiale: (37Lo(7)a; ) , EGF(T* 0(")a ) = e*EGF (a,)

12



Forme chiuse notevoli

T

S A g1+ x)

T

2 )X”:(lJrX)“ (a € R)

1 1 _ X)m+l

(
(
Z(;)}‘:(l_ﬁﬁ meN
(
(

n 1
m+n|)X”=(— meN

m+n ik X*
)A + —m ﬂl,kEN

m

1/m
n

) X"=(1+X)/™ meN

i—:—log(l—X)

Esercizi tipici:
nn+1)
2

z X"=X z X1
n=0 n=1

1+2+-+n=

Lot X0 = (Lo gy X 22X
B 1-X 1-X
eX+e7*
Se EGF 2N = coshX=T
eX —e*¥
Se EGF 2N+ 1 =sinh X = >
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Esame
Esercizi:
e Probabilita:
o Spazio campionario:
= coll/seq/ris.., “Descrivono esiti equiprobabili”
= Modulo
o Evento:Modulo: |4, N ..NA,| = |X]| -6, + G, + -+ (-1)"S,
o Probabilita= Evento/spazio
e Serie formali:
o A(B(X)) & definita solo se:
=  Se A(X) € un polinomio
*= Oppure [X°]B(X) =0
o Ricondurre A(X),B(X) a serie notevoli
=  “una forma chiusa di A(X) € la funzione x-->....(x piccolo)”
o Calcolare A(B(X)..... “una forma chiusa di A(B(X)) & la funzione x-->....(x piccolo)”
o Calcolare [X"]A(B(X)) = f'(0) (derivata n-esima. X°: no derivata)
e inserire lettere in mezzo

Calcola inversa, forma chiusa
invertibile & [X°]A(X) %0

Urna con palline: etichetto le palline rosse 1...8, verdi 9...15 |spazio|=10-seq di 115

Spartizioni con collezione
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